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ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÜ ÏÎÐÈÑÒÎÉ ÑÐÅÄÛ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ ÐÀÇÂÅÒÂËßÞÙÈÌÈÑß ÊÀÍÀËÀÌÈ
THE PERMEABILITY OF THE POROUS MEDIUM WITH 
A PERIODIC STRUCTURE BRANCHING CHANNELS
Предложена модель пористой среды с разветвляющимися каналами, образованная 
регулярными структурами. Рассмотрены структуры двух типов: кубическая объ-
емноцентрированная (ОЦ) и кубическая гранецентрированная (ГЦ). Скелет такой 
среды образован примыкающими друг к другу шаровыми сегментами, содержащими 
в себе центр сферы. Степень пересечения сфер является модельным параметром, 
определяющим пористость и просветность среды. Проницаемость определяется двумя 
параметрами: степенью пересечения сфер и стороной куба. Поровое пространство 
получено путем вычитания объема скелета из общего объема. Найдены аналитические 
зависимости пористости и просветности от степени пересечения сфер. Показано, 
что с помощью рассмотренных структур можно моделировать пористые среды в 
широком диапазоне пористости: (0,6 ÷ 32,0)% — для ОЦ структуры и (3,6 ÷ 26,0)% — 
для ГЦ структуры. Минимальное значение соответствует замкнутым порам. Уста-
новлено, что при фиксированном значении степени пересечения сфер в ОЦ структуре 
имеются сечения трех типов, а в ГЦ — четырех. Сечение с минимальной просветностью 
представляет собой набор каналов, по форме близких к треугольной: четыре для ОЦ 
структуры и восемь для ГЦ. На этой основе предложена аналитическая оценка снизу 
для проницаемости рассмотренных сред.
The mathematical model of the porous medium with branching channels formed by regular 
structures is presented. Two types of the structures are considered: body-centered cubic (BC) 
and face-centered cubic (FC). The skeleton of such medium is formed by spherical segments. 
These segments adjoin to each other and each segment contains a sphere center. The extent 
of the spheres intersection is a model parameter that determines the porosity and clearance of 
the medium. Permeability is defi ned by two parameters: the extent of the spheres intersection 
and the side of the cube. The pore space is obtained by subtracting the skeleton volume from 
the total volume. Analytical porosity and clearance dependences of the extent of the spheres 
intersection were obtained. It is shown, that using considered porous structures, porous 
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medium can be modeled in a wide range of the porosity: (0,6÷32,0)% for the BC structure 
and (3,6÷26,0)% for the FC structure. The minimum value corresponds to the closed pores. 
It has been revealed that at fi xed extent of the spheres intersection in the BC structure there 
are three types of sections and in the FC — four. The section with minimum clearance is the 
set of channels with the shape close to triangular; four sections for the BC structure and eight 
sections for the FC structure. On this basis, the lowest analytical estimation for the permeability 
of considered mediums has been obtained
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Пористая среда, скелет, зерно, регулярная упаковка, пори-
стость, просветность, проницаемость.
KEY WORDS. Porous medium, solid matrix, grain, systematic packing, porosity, luminal, 
permeability.
Пористые среды характеризуются несколькими параметрами: проницае-
мость, пористость, насыщенность флюидом. Проницаемость горных пород 
может принимать широкий диапазон значений: от 10−12 м2 до 10−16 м2, что объ-
ясняется размерами пор и разнообразием их структуры [1]. Существуют под-
ходы в моделировании пористой среды, которые можно реализовать регуляр-
ными упаковками сфер [2; 3], случайными полями [4] или каналами с сужением 
[5]. Реальные пористые среды имеют сложную систему разветвляющихся кана-
лов, что принципиально отличает их от моделей идеального грунта. Структура 
такой среды оказывает решающее влияние на характер течения многофазных 
жидкостей в ней, поскольку способствует слиянию и дроблению капель.
Геометрия задачи. В [6] была рассмотрена пористая среда, образованная 
каналами регулярной структуры. Количество каналов в таких структурах оста-
ется постоянным вдоль их длины. Систему разветвляющихся каналов можно 
получить, рассмотрев объемноцентрированую (ОЦ) и гранецентрированую (ГЦ) 
структуры, используя аналогичный подход.
Шаровой сегмент назовем большим, если он содержит центр сферы и 
малым, если нет. Пусть в объеме V фиктивного грунта скелет образован N
сф
 
одинаковыми частицами в форме больших шаровых сегментов, примыкающих 
друг к другу плоскими поверхностями, при этом общее число отсеченных 
малых сегментов — N
сг
. Степень пересечения сфер зададим безразмерным 
параметром
 α = ∆/r, (1)
где ∆ — высота малого шарового сегмента, r — радиус сферы (рис. 1а). Рас-
стояние между центрами ближайших сфер, расположенных в узлах ячейки, 
примем постоянным и равным 2r0, где r0 — радиус, соответствующий случаю 
касания сфер (α = 0). Из рис. 1а видно, что r = r0 + ∆, откуда 
 r = r0/(1 − ∆). (2)
Из рис. 1б и 1в для ОЦ и ГЦ структур соответственно имеем:
 ݎ଴ ൌ ܮξ͵ ͶΤ , ݎ଴ ൌ ܮξʹ ͶΤ . (3)
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На рис. 1 темно-серым цветом показан скелет, светло-серым — поровое 
пространство. Отметим, что в ОЦ структуре при r = rK = L/2 сферы, располо-
женные в вершинах ячейки, касаются (рис. 1г), при этом αK = 1− ξ͵ ʹΤ . При r > 
rK сферы при вершинах куба пересекаются, образуя дополнительные малые 
сегменты высотой ∆2 = rα2, α2 = 1 − 2(1 − α)/ξ͵Τ.
С увеличением степени пересечения сфер α объем пор уменьшается, вместе 
с этим уменьшается площадь поперечного сечения перемычек между порами. 
Рассмотрим предельный случай, когда поры становятся замкнутыми. Из рис. 1д 
и 1е найдем предельные значения α = α*. Применяя формулу радиуса окруж-
ности, описанной около треугольника R = abc/(4S), к рассмотренным структурам, 
с учетом (2) и (3) имеем:
 ʝʥǣݎכ ൌ ͵ܮ ൫Ͷξʹ൯Τ ൌ ݎ଴ξ͵ ʹΤ , откуда ߙכ ൌ ͳ െ ඥʹ ͵Τ ; (4)
 ʒʥǣݎכ ൌ ܮ ξ͸Τ ൌ ʹݎ଴ ξ͵Τ , откуда ߙכ ൌ ͳ െ ξ͵ ʹΤ .
Ðèñ. 1. Регулярные кубические структуры. Основные параметры
На рис. 2 показаны поровые объемы ОЦ структуры (рис. 2а для α < αK, рис. 2б 
для α < αK) и ГЦ структуры (рис. 2в), а также положения характерных сечений.
Ðèñ. 2. Поровое пространство в ячейке
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Сечения в рассмотренных структурах отдельно показаны на рис. 3 и 4. 
Серый цвет соответствует порам. Рис. 3а, 3б и 3в соответствуют сечениям 0, 
1 и 2 на рис. 2а, рис. 3г соответствует сечению 1 на рис. 2б (случай α < αK). 
Рис. 4а, 4б, 4в, 4г соответствуют сечениям 0–3 на рис. 2в. Сечение 0 лежит в 
основании куба. Из рис. 3 видно, что ОЦ структура характеризуется тремя 
видами сечений, а ГЦ структура — четырьмя. Поровые каналы в сечении 
близки по форме к квадратным (рис. 3а), которые переходят в близкие по 
форме к равнобедренным треугольникам (рис. 3б и 3г — по 4 треугольника), 
а затем — опять в квадратные (рис. 3в — 2 полных квадрата). Из рис. 4 видно, 
что поровые каналы в сечении близки по форме к квадратным (рис. 4а, 4б — 
2 полных квадрата), которые переходят в близкие по форме к равнобедренным 
треугольникам (рис. 3в — 8 треугольников) а затем — опять в квадратные 
(рис. 3г — 4 квадрата). Такие структуры будут способствовать возникновению 
дополнительного гидравлического сопротивления при протекании флюида, а 
также дроблению и слиянию капель при протекании через них двухфазных 
жидкостей.
Ðèñ. 3. Типы сечений в объемноцентрированной структуре
Ðèñ. 4. Типы сечений в гранецентрированной структуре
Основные параметры рассмотренных структур: объем ячейки V, количество 
полных сфер, приходящихся на ячейку N
сф
, количество отсекаемых малых сег-
ментов N
сг
, предельное значение степени пересечения сфер α*, площадь попереч-
ного сечения S, количество окружностей в сечении Nok,i и количество возникаю-
щих при этом круговых сегментов N
сг,j — найдены из рис. 1-3 и приведены в 
таблице 1.
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Таблица 1
Основные геометрические параметры
Струк-
тура V Nсф Nсг αK S
Nok,i
i = ͳǡʹതതതത
N
сг,j
j = ͳǡͶതതതത
ОЦ L3 2
16 1 − ξ͵ ʹΤ  ≈ 0,13397
L2 1 4
16, 12 1 − ඥʹ ͵Τ  ≈ 0,1835
ГЦ L3 4 48 1 − ξ͵ ʹΤ  ≈ 0,13397 L2 2 8
Пористость. По определению пористость
 m = Vn/V = 1 − Vc/V, (5)
где V, V
п
, V
с
 — объемы пористого пространства, пор и скелета соответственно. 
Объем скелета составляют большие сегменты, т. е. сферы за вычетом объема их 
пересечений в виде малых шаровых сегментов:
 Vc = Nсф · Vсф − Nсг · Vсг, Vсф = 4πr3/3, Vсг = π∆2(r − ∆/3), (6)
где V
сф
, V
сг
 — объем сферы и сегментов в ячейке; N
сф
, N
сг
 — количество сфер и 
сегментов в ячейке. 
Объем ячейки пористой среды, количество сфер и сегментов зависят от типа 
структуры и приведены в таблице 1. Подставляя эти значения в (5) и (6), с учетом 
(1-3) получим выражения для пористости, приведенные в таблице 2. Также при-
ведены значения при α = 0 и α = α*. Отметим, что в ОЦ структуре при α < αK по-
ристость определяется выражением m1, а при α > αK — выражением m2, поскольку 
при α > αK объем скелета меньше за счет дополнительных шаровых сегментов.
Таблица 2
Пористость
Струк-
тура
Аналитическое
выражение m(0) m(α*)
ОЦ
m1 
 
=
 
ͳ െ ߨξ͵൫ͳ െ ʹߙ
ଶሺ͵ െ ߙሻ൯
ͺሺͳ െ ߙሻଷ 
ͳ െ గξଷ଼ ൎ 
ൎ 0,3198
ͳ െ ߨ ቆ͵ξ͵Ͷ െ ͳቇ ൎ 0,0605
m2  = 
݉ଵ ൅
͵ߨξ͵ߙଶଶሺ͵ െ ߙଶሻ
ͳ͸ሺͳ െ ߙሻଷ 
ͳ െ గଵ଺ ൫ͳͶξ͵ ൅ ͳͻ െ ʹ͹ξʹ൯ ൎ  
ൎ 0,0055
ГЦ 1 − 
గቀଵିଷఈమሺଷିఈሻቁ
ଷξଶሺଵିఈሻయ  
ͳ െ ߨ͵ξʹ ൎ 
ൎ0,259
ͳ െ ߨξʹ ൬͵ െ
ͶͲ
ͻξ͵൰ ൎ 0,0359
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Просветность. Отношение площади пор к общей площади сечения назы-
вается просветностью (поверхностной пористостью):
 n = S
П
/S = 1 − Sc/S, (7)
где S, S
с
, S
П
 — площади ячейки, скелета и пор соответственно. Площадь скеле-
та в ячейке составляют окружности за вычетом площади их пересечений в виде 
круговых сегментов:
ܵ௖ ൌ σ ܵˑˍǡ௜ଶ௜ୀଵ ˑܰˍǡ௜ െ σ ܵ˔ˆǡ௝ ˔ܰˆǡ௝ସ௝ୀଵ ǡ
ܵˑˍǡ௜ ൌ ߨሺߩ௜ܮ ʹΤ ሻଶǡܵ˔ˆǡ௝ ൌ ሺߩ௜ܮ ʹΤ ሻଶ݂൫߮௝൯ǡ ݂൫߮௝൯ ൌ ߮௝ െ 0,5 ൫ʹ߮௝൯ Ǥ
 
 
(8)
Из рис. 2 определим безразмерные координаты особых точек, разделяющих 
поровое пространство на области с различными типами сечений, определяю-
щими просветность. Для ОЦ структуры z1 = 2r/L, z2 = BC из ∆ABC (рис. 2а), 
z3 = DE из ∆ADE (рис. 2б). Для ГЦ структуры координаты z1 = DE из ∆ADE, 
z2 = GH из ∆FGH, z3 = BC из ∆ABC (рис. 2в). Безразмерные радиусы окружностей 
ρi, возникающих в сечениях, и углы φj в круговых сегментах найдем из рис. 3 
для ОЦ структуры, из рис. 4 — для ГЦ структуры. Обезразмеривание проведе-
но на L/2 (половина стороны куба).
Объемноцентрированная структура. Координаты особых точек:
 
ݖଵ ൌ ቊͳ െ ൫ξ͵ ʹΤ ൯ ሺͳ െ ߙሻൗ ǡߙ ൏ ߙˍǡͲǡߙ ൒ ߙˍǢ
ݖଶ ൌ ൫ξ͵ ʹΤ ൯ ሺͳ െ ߙሻൗ ߰ଵ Ǣ
ݖଷ ൌ ቊඥሺ͵ ͶΤ ሻ ሺͳ െ ߙሻ
ଶΤ െ ͳǡߙ ൒ ߙˍǡ
Ͳǡߙ ൏ ߙˍǤ

 
(9)
Безразмерные радиусы окружностей в сечениях:
 
ߩଵ ൌ ቊඥሺ͵ ͶΤ ሻ ሺͳ െ ߙሻ
ଶΤ െ ݖଶǡ Ͳ ൑ ݖ ൏ ͳ െ ݖଵǡ
Ͳǡͳ െ ݖଵ ൑ ݖ ൑ ͳǢ

ߩଶ ൌ ቊ ඥሺ͵ ͶΤ ሻ ሺͳ െ ߙሻ
ଶΤ െ ሺͳ െ ݖሻଶǡ ݖଵ ൑ ݖ ൑ ͳǡ
ͲǡͲ ൑ ݖ ൑ ݖଵǤ 
(10)
Косинусы углов, опирающихся на круговые сегменты в сечениях:
߮ଵ ൌ ቐ
ʹ ൅ ߩଵଶ െ ߩଶଶ
ʹξʹߩଵ
ǡ ݖଶ ൑ ݖ ൑ ͳ െ ݖଶǡ
Ͳǡ ሺݖ ൏ ݖଶሻሺݖ ൐ ͳ െ ݖଶሻǢ
߮ଶ ൌ ቐ
ʹ ൅ ߩଶଶ െ ߩଵଶ
ʹξʹߩଶ
ǡ ݖଶ ൏ ݖ ൑ ͳ െ ݖଶǡ
Ͳǡ ሺݖ ൏ ݖଶሻሺݖ ൐ ͳ െ ݖଶሻǢ
߮ଷ ൌ ൜ ͳ ߩଵΤ ǡ ሺߙˍ ൑ ߙǡͲ ൑ ݖ ൏ ݖଷሻǡͲǡ ሺߙˍ ൑ ߙǡݖଷ ൑ ݖ ൑ ͳሻሺߙ ൏ ߙˍሻǢ
߮ସ ൌ ൜ ͳ ߩଶΤ ǡ ሺߙˍ ൑ ߙǡ ͳ െ ݖଷ ൏ ݖ ൑ ͳሻǡͲǡ ሺߙˍ ൑ ߙǡ Ͳ ൑ ݖ ൑ ͳ െ ݖଷሻሺߙ ൏ ߙˍሻǤ

 
 
(11)
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Гранецентрированная структура. Координаты особых точек:
 
ݖଵ ൌ ඥͳ ሺͳ െ ߙሻଶΤ െ ͳ ξʹΤ Ǣ
ݖଶ ൌ ͳ െ ൫ͳ ξʹΤ ൯ ሺͳ െ ߙሻǢൗ
ݖଷ ൌ ൫ͳ ξʹΤ ൯Ȁሺͳ െ ߙሻ ߰ଶǤ

 
(12)
Безразмерные радиусы окружностей в сечениях:
 
ߩଵ ൌ ቊඥͲǤͷ ሺͳ െ ߙሻ
ଶΤ െ ݖଶǡ ݖ ൏ ͳ െ ݖଶǡ
Ͳǡݖ ൒ ͳ െ ݖଶǢ

ߩଶ ൌ ቊඥͲǤͷ ሺͳ െ ߙሻ
ଶΤ െ ሺͳ െ ݖሻଶǡ ݖ ൐ ݖଶǡ
Ͳǡݖ ൑ ݖଶǤ

 
(13)
Косинусы углов, опирающихся на круговые сегменты в сечениях:
߮ଵ ൌ ቐ
ͳ ൅ ߩଵଶ െ ߩଶଶ
ʹߩଵ ǡ ݖଷ ൏ ݖ ൏ ͳ െ ݖଷǡ
Ͳǡ ሺݖ ൑ ݖଷሻሺͳ െ ݖଷ ൑ ݖሻǢ
߮ଶ ൌ ቐ
ͳ ൅ ߩଶଶ െ ߩଵଶ
ʹߩଶ ǡ ݖଷ ൏ ݖ ൏ ͳ െ ݖଷǡ
Ͳǡ ሺݖ ൑ ݖଷሻሺͳ െ ݖଷ ൑ ݖሻǢ
߮ଷ ൌ ൜ͳ െ ߙǡ Ͳ ൑ ݖ ൏ ݖଵǡͲǡ ݖଵ ൑ ݖ ൑ ͳǢ ߮ସ ൌ ൜
ͳ െ ߙǡ ͳ െ ݖଵ ൏ ݖ ൑ ͳǡ
Ͳǡ Ͳ ൑ ݖ ൑ ͳ െ ݖଵǤ

 
(14)
Подставляя выражения (9-11) для ОЦ структуры и (12-14) для ГЦ структуры 
в (8), а затем (8) в (7), получим аналитическое выражение для просветности, 
приведенное в таблице 3.
Таблица 3
Просветность
Структура Аналитическое выражение
ОЦ ͳ െ ൭ߩଵଶ ቆ
ߨ
Ͷ െ ݂ሺ߮ଵሻ െ ݂ሺ߮ଷሻቇ ൅ ߩଶ
ଶ ቆߨͶ െ ݂ሺ߮ଶሻ െ ݂ሺ߮ସሻቇ൱
ГЦ ͳ െ ʹ൭ߩଵଶ ቆ
ߨ
Ͷ െ ݂ሺ߮ଵሻ െ ݂ሺ߮ଷሻቇ ൅ ߩଶ
ଶ ቆߨͶ െ ݂ሺ߮ଶሻ െ ݂ሺ߮ସሻቇ൱
На рис. 5 приведены зависимости просветности от безразмерных параме-
тров α и z в виде изолиний для рассмотренных структур. Из рисунка видно, 
что функция просветности симметрична относительно z = 0,5, при котором 
ρ1 = ρ2 (сечения на рис. 3в, и рис. 4г). При α < 0,1 для ОЦ структуры и α < 0,05 
для ГЦ структуры сечение с минимальной просветностью имеет координату 
z = 0,5. При больших значениях параметра α координаты сечений с наименьшей 
просветностью расположены симметрично относительно z = 0,5 (показаны 
пунктиром).
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Ðèñ. 5. Зависимость просветности от α и z в виде изолиний ОЦ (а) и ГЦ (б) структур
Проницаемость. Уравнение Дарси описывает фильтрацию в пористой среде:
 
ݑ ൌ ݒҧ݉ ൌ ݇ߤ
οܲ
ܮ  , 
(15)
где u — скорость фильтрации; ݒҧ  ݉— средняя физическая скорость; k — прони-
цаемость; µ — динамическая вязкость; ∆P — перепад давления; L — длина 
проницаемого участка.
В [7] показано, что при ламинарном течении в капилляре, сечение которого 
представляет собой равносторонний треугольник, средняя физическая скорость 
по сечению характеризуется выражением:
 
ݒ ൌ ܽ
ଶ
ͺͲ
οܲ
ߤܮ  , 
(16)
где a — сторона треугольника.
Рассмотрим систему таких капилляров, суммарная площадь сечений которых 
равна минимальной площади просвета в рассмотренных структурах. Запишем 
условие эквивалентности:
 ݊௠௜௡ܮଶ ൌ οܰܽଶ ξ͵ ͶΤ , (17) 
где N∆ —  количество треугольных каналов, приходящихся на сечение площадью 
L2. Для ОЦ структуры N∆ = 4, для ГЦ структуры N∆ = 8. Положив в (15) m = nmin, 
с учетом (16) и (17) имеем для проницаемости среды:
 
݇ ൌ ܮ
ଶ݊௠௜௡ଶ
ͺͲ οܰ  . 
(18)
На рис. 6 приведены зависимости пористости, минимальной просветности 
и проницаемости от безразмерного параметра α, а также проницаемости от по-
ристости. При расчете проницаемости было принято L = 10−5 м. Из рисунка 
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видно, что с увеличением α пористость, минимальная просветность и прони-
цаемость уменьшаются монотонно, причем для ГЦ структуры пористость и 
проницаемость меньше, чем для ОЦ структуры на всем интервале рассматри-
ваемых значений α. Вертикальные оси на рис. 6в и 6г логарифмические, что 
иллюстрирует резкое снижение проницаемости при больших значениях α (при 
минимальных значениях пористости). Подобное свойство модельных сред, об-
разованных регулярными структурами и описанными в [6], подтверждается 
численным моделированием в [8]. Кроме того, эксперименты на песчаниках с 
низкой пористостью [9] и на сильно спеченных стеклянных гранулах [10] по-
казывают резкое падение проницаемости вблизи значения пористости в не-
сколько процентов. Это объясняется тем, что с увеличением α поры все слабее 
сообщаются друг с другом, а при α = α* становятся замкнутыми.
Ðèñ. 6. Зависимость пористости (а), минимальной просветности (б) 
и проницаемости (в) от безразмерного параметра α и проницаемости 
от пористости (г) Линия 1 соответствует ОЦ структуре, линия 2 — ГЦ структуре
Выводы. Предложена модель пористой среды, образованной регулярными 
кубическими структурами с разветвляющимися каналами. Получены аналити-
ческие зависимости пористости и просветности от безразмерного модельного 
параметра α. Показано, что с помощью рассмотренных структур можно моде-
лировать пористые среды в широком диапазоне пористости: (0,6 ÷ 32,0)% — для 
объемноцентрированной структуры и (3,6 ÷ 26,0)% — для гранецентрированной 
структуры. Получена аналитическая оценка для проницаемости, качественно 
согласующаяся с результатами экспериментов и численного моделирования, 
описанными в литературе.
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